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Théoreme de Merle: cas des 1-formes
de type courbes généralisées

Patrick Rouillé

Resumé. Cet article contribue & I’étude des 1-formes holomorphes de type courbes
généralisées. Nous observons que deux 1-formes de type courbes généralisées ayant
les mémes séparatrices partagent certaines propriétés. Nous en déduisons que dans
le cas d'une unique séparatrice, son type topologique est déterminé par ses invariants
polaires. Nous commengons donc par étendre la notion d’invariant polaire aux 1-
formes holomorphes de type courbes généralisées. Nous étudions ensuite le polygone
de Newton d'une 1-forme holomorphe pour mesurer le contact de la séparatrice d'une
1-forme holomorphe de type courbe généralisée avec ses courbes polaires. Nous ter-
minons la preuve par une formule & la Pliicker.

Mots Clefs: Courbe généralisée, séparatrice, courbe polaire, invariant polaire, poly-
gone de Newton, développement de Puiseux.

Abstract. In this paper, we consider singular holomorphic 1-forms in dimension two
of generalized curve type ; some properties shared by such 1-forms having the same
separatrices allow us to prove that in case of a unique separatrix, its topological type
is given by polar invariants. For that purpose, we extend the notion of polar invariant
to holomorphic 1-forms ; then we study the Newton polygon of an holomorphic 1-form
in order to compute the order of contact between the separatrix of a generalized curve
and its polar curves. We conclude the proof by a Pliicker-like formula.

Keywords: Generalized curve, separatrix, polar curve, polar invariant, Newton
polygon, Puiseux expansion.

1. Introduction

A la maniére de [11] ce texte aborde un probleme d’équisingularité
pour les séparatrices de certaines 1-formes holomorphes, les courbes
généralisées introduites par Camacho, Lins et Sad [4]. On démontre:

Theéoréme 1.1. Soit w une I-forme de type courbe généralisée. Suppo-
sons qu’elle ne posséde qu’une seule séparatrice C, alors le type topolo-
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gique de C' est déterminé par les invariants polaires de w.

Plus précisément, par séparatrice d’'une 1-forme w, on entend une
courbe irréductible C' paramétrée par v(¢) = (x(?),y(t)) telle que v*'w =
0. A toute courbe irréductible C, on associe sans équivoque des inva-
riants polaires [13] en choisissant une équation réduite f € C{z,y} de
C définie dans un voisinage U de (0,0) et une courbe polaire:

NN {(:n,y) eU| /\%JEf + ,ugg- = 0}»
En effet, le type topologique de [1_,:a De dépend ni du choix de f ni
du choix de [—u : A] générique dans CP(1) ; en outre, si INEY admet
une décomposition en composantes irréductibles:

l
F[—u:/\] = U Yq
g=1

et si (z4(t), yq(t)) parametre y,, alors les nombres

mg(C) = mult(yy)
eq(C) +my(C) = ord: f(wg(t), ()

indépendants du choix de I’équation réduite de C' et d’un choix générique
de [—u : A} sont appelés invariants polaires. D’aprés un théoreme de
Merle [11], la donnée de la multiplicité d’une courbe polaire associée a
une direction générique [—p : A] et des quotients polaires, c’est-a-dire
Iensemble

eq(C)
{mqq(c) }q:L”l U {mault(T_,.\)}

permet de retrouver le type topologique de C. Nous allons montrer
que considérer des invariants polaires associés & une courbe généralisée
dont C est 'unique séparatrice ne modifie pas I’ensemble des quotients
polaires.

Prouver ce théoreéme fait appel 4 des polygones de Newton; il s’agit
de représenter sur le méme diagramme les exposants des paramétri-
sations de Puiseux de la séparatrice de w et des polaires. Cette méthode
suggérée par [7] dans le cas des fonctions s’étend & certaines 1-formes
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holomorphes, en utilisant la construction de Briot et Bouquet [1].

2. Invariants polaires et topologie

Notation. Par courbe, on entend dorénavant le représentant d’un germe
en (0,0) d’ensemble analytique de dimension 1. Par 1-forme holomorphe,
on entend le représentant d'un germe en (0,0) de 1-forme différentielle
holomorphe a singularité isolée en (0, 0). On note mult(C) la multiplicité
n (0,0) d’une courbe C; si C et D sont deux courbes sans branche
commune en (0,0), (C,D)g désigne leur multiplicité d’intersection en
(0,0).
Nous rappelons que le théoréeme de Enriques-Chisini dit que deux
courbes ont le méme type topologique quand elles ont la méme désingu-
larisation et que le lemme de M. Neether s’énonce:

(C, D)y = mult(C)ymult(D)(C, D)o,

ou C et D sont les transformées strictes des courbes C et D par un
éclatement ponctuel.
Une courbe irréductible de multiplicité m est paramétrée par:

z=t" y= Z a;t'.
=m

Soit kj le plus petit entier & tel que a soit non nul et que k ne soit pas
divisible par m; on pose: k/m = p1/n1 avec pged(p1,n1) = 1. Puis ko le
plus petit entier & tel que ay, soit non nul et que n1k ne soit pas divisible
par m; on pose: ky = pa/ning ou pged(ps, ng) = 1.

Ainsi de suite on définit un ensemble fini de couples appelés paires
de Puiseux de C:

P(C) = {(p1’7 nl)a SR ,(pg;ng)}

Or il est connu que le type topologique de C' au voisinage de (0, 0)
est celui d'un cone de sommet (0,0) sur le nceud K(C), intersection de
C et d'une sphere de centre (0,0) de rayon assez petit.

Théoréme 2.1. (de K. Brauner) Le neud K(C) est décrit par P(C).
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D’apres ce qui précede, les nombres {0;};—0..., définis par:
o .
og =m, Gi__ P g 1#£0
m ny---n;
appelés exposants de Puiseux, apparaissent dans la paramétrisation de
C et déterminent son type topologique. Il en est donc de méme du

cortege de nombres {5;},—¢..., définis ainsi par [14]:
oo = 09, 01 =01,

Ok+1 = N0k — Ok + Of+1.
Soit w = A(zx,y)dz + B(z,y)dy une 1-forme holomorphe, associons
lui son application de Gauss:

Go : (2,y) = [=B(z,y) : Az, y)].

Comme (0,0) est une singularité isolée de w, G, est définie dans
U\{(0,0)} ot1 U est un voisinage de (0,0), & valeurs dans CP(1).

Une succession d’éclatements E : U — U telle que G, o E soit
partout définie dans U est appelée une réduction de G,. IL’existence
d’une réduction minimale ou canonique est classique. Nous renvoyons &
[9] ainsi que pour la définition [2.2]. Rappelons qu'une composante D
de E~1(0) est dite dicritique si G,, o F restreint 4 D n’est pas constante.

Définition 2.2. ([9]1) L’ensemble des valeurs spéciales de G,, est formé:
(i) des valeurs de G, o E restreint ¢ D, ot D, parcourt 'ensemble des
composantes non dicritiques de E~1(0).
(ii) des valeurs critiques de G, 0 E restreint a Dy ot Dy parcourt ’ensem-
ble des composantes dicritiques de F.
(iii) des valeurs de G, 0 E(Q) ot Q est un point d’intersection entre deux
dicritiques.

Par définition une valeur non spéciale est générique.
Définition 2.3. Les courbes polaires de w sont les courbes:
o) = G0 ([=b: a]) = {(z,9) € U | aA(z,y) + bB(z,y) = 0};

on dit que L[ pq) est une polaire générique quand [—b : a] est une valeur
générique de G,,.
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Il résulte du théoréme de Enriques-Chisini que si ¢ et ¢’ sont deux

-1

valeurs génériques, I'y = G 1(t) et Ty = G, '(¢') ont méme topologie. Si:

!
Iy = U Yq
g=1
est une décomposition de T; en composantes irréductibles et si:

mg(w) = mult(y,)

la famille:
{mg(w)}g=1..1

ne dépend pas du choix de ¢ pris parmi les valeurs génériques.
Par ailleurs en raison du lemme de Ncether: e4(w) = (v4,I'v)o ne
dépend pas du choix de deux valeurs génériques distinctes ¢ et ¢'.

Définition 2.4. Les nombres mgy(w) et eq(w) sont appelés les invariants
polaires de w.

La preuve du théoréme repose sur la détermination de ordre de
cooncidence entre la séparatrice unique d’une 1-forme de type courbe
généralisée et les composantes d’une courbe polaire générique:

Définition 2.5. ([8]) L’ordre de coincidence C(C, D) entre deuz courbes
irréductibles C et D est:

sup{1, sup{ord;(ypH(x) — y&(z) | v =1---mult(D),p = 1-- - mult(C)}}

0t YH () y=1..mute(D) € yg(m)pZIW'Inult(C) sont les déterminations des
paramétrisations de Puiseux des courbes D et C.

Dorénavant C est une courbe irréductible donnée par son cortége
d’invariants topologiques {g,... ,d4}.

Proposition 2.6. ([11]) Soit D une courbe irréductible. Si: C(C, D) =
oi/m alors:

(€, D)o op

mult(D) - ny--m_1

Dans [11] il est démontré que l'ordre de coincidence entre les bran-
ches polaires génériques d’une courbe irréductible et cette courbe sont
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exactement les exposants o;/m. Or d’apres les formules de Pliicker:

(©) | _ (O

mq(C) mg(C)

La donnée des quotients polaires:

{qu(((é”))} L {mult(Tr_ ..} avee [ : A générique

est donc équivalente a celle des ;. Nous allons montrer que si § décrit
I’ensemble des branches 7y, d’une courbe polaire générique d’une 1-forme
de type courbe généralisée w de séparatrice C, C(C, §) décrit 'ensemble
des exposants g;/m. Puis nous montrerons I'égalité:

eq(w) 1 (Yg» C)o

mg(w) mg(w) ‘
Nous aurons prouvé que le type topologique de C, c’est-a-dire I'ensemble
{Fi}i=0...4, est déterminé par les invariants polaires de w.

L’exemple qui suit récapitule les étapes de application du théoréme.
i) Déterminer:

a;

€q(w) _ 0
{milq(w) + 1}(1:14 U {mult(f‘[_”;x]) +1} = {711 my }i:()mg ,

ii) en déduire les exposants de Puiseux o;/m.
Considérons:

W= al(y4 — 2m3y2 — 4m5y +a8 — 937) +wy

ol wq est une perturbation dont les coeflicients sont d’ordre au moins
égal & 10. On peut vérifier par une succession d’éclatements ponc-
tuels que w est de type courbe généralisée et ne posseéde qu’une seule
séparatrice C.

L’équation de la courbe polaire I'_;.,) est:

a((iar;5 — 728 — 6m2y2 — 20:c4y) + b(4y3 — 4:c3y — 4935) + Gla, b, x,y)

ou G(a, b, x,y) peut étre négligé.
Le polygone de Newton de I'_;.,) est représenté ci-dessous pour des
valeurs génériques de [—b: a].
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La courbe polaire L[ _bq] possede donc deux composantes y; et v9. La
méthode de Newton montre que v, est paramétrée par:

Yy = c(a,,b):E2 +--
et que o est paramétrée par:
1
y:x3/2+5x2+'--

ou ne sont omis que des termes négligeables ne portant aucune informa-
tion sur la topologie de 1 et ¥9. On en déduit:

my(w) =1, e1(w) = 5, ma(w) =2, eg(w) =11;

{ T:zq(é:])) N 1}q:1 u {mult(T[_,.\) + 1} = {4,6,13/2}.

Ainsi:
- mult(C) = g = 79 = 4,
- 01 =01=6,
-ny=2et09=09—n01+01=13—-124+6=T.

Les exposants de Puiseux de C sont 3/2 et 7/4.

3. Polygones de Newton de 1-formes

La comparaison des polygones de Newton des 1-formes de type courbe
généralisée a singularité isolée et des équations réduites de leurs sépara-
trices fait 'objet de cette section.

Notation. Soit w une 1-forme holomorphe singuliére au point (0, 0), elle
se développe en série de 1-formes w; & coefficients homogenes de degré
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oo
w = ij
7=0

on note mult{w) et on appelle multiplicité algébrique de w le degré des
coefficients du premier terme non nul de cette série.
Soit f une fonction analytique nulle & I'origine et son développement

y) = Z faﬁxayﬂ
a3

Soit w = A(z,y)dr + B(z, y)dy une 1-forme holomorphe, les séparatrices

en série

de w sont les solutions analytiques de ’équation différentielle:

d
Aw,y) + Bla,y) = =0

dont le développement en série s’écrit:

4 N d
A@,y) + Bl@,y) 2o = > Aaga®y’ + Baga® 1y T 22
.

Définition 3.1. ([1]) On appelle support de f (resp w) et on note A(f)
(resp A(w)) la partie suivante du réseau Z x Z : A(f) = {(o, B) | fap # 0}
(resp A(w) = {(, 8) | (Aag, Bag) # (0,0)}).

En un point (o, ) € A(w), le monéme Aagxayﬂ est appelé contri-

atlyB-1dy /dz est appelé contribution

bution de A et le monéme B,gz
de B. Signalons qu’en un point du support, A et B ne contribuent pas

toujours tous les deux.

Définition 3.2. ([1]1) On appelle polygone de Newton de f (resp polygone
de Newton de w) et on note N(f) (resp N(w)) le bord de I’enveloppe

convexe de
U (a,8)+Ry xRy (resp |J (8)+ Ry x Ry).
(a,ﬂ)eA(f) (avﬂ)EA(W)

Lemme 3.3. ([2]) Soit f une fonction, a tout coté de N(f) de pente
~1/v supérieure 4 —1, d’extrémités (ou, 1), (ag,f2) avec By > fBa,
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correspond une union
k
r=Jw
i=1
de composantes irréductibles de f~1(0) telle que mult(T) = B; — Bo et
pour tout i € {1,--- ,k}, la composante v; est paramétrée ainsi:
y(@) =z’ +ei(x) ot ordgei(x)>v et ¢ #0

enfin, la correspondance réciproque est vraie.
Ce n’est pas le cas pour les 1-formes holomorphes; considérons

w=zdy—(ny—2")dr ou neN et n#o0
N(w) comporte un coté L de pente —1/n alors que son unique séparatrice
est la courbe d’équation z = 0. Afin de remédier & cet inconvénient, J.

Cano introduit la notion de c¢6té principal et prouve une version affaiblie

du lemme précédant.

Définition 3.4. ([5]) Soit L un cété de N(w) de pente —1/v, d’extrémi-
tés (o1, 31) et (an, F2) avec B1 > P, on dit que c’est un bon cété si

Ba1ﬁ1 #0 et — Aalﬁl/Ba1ﬁ1 ¢Qn {r= U} ;Aa252 + VBazﬁQ # 0.

Si {y = 0} n’est pas une séparatrice de w et si L est le bon c6té de plus
grande pente, alors on dit que c’est le coté principal de w.

Lemme 3.5. ([5]) Si {z =0} et {y = 0} ne sont pas des séparatrices de
w, alors N(w) a un cété principal et un seul. Si ce dernier est de pente

~1/v, alors w a une séparatrice paramétrée ainsi
y=cx’+n(x) ot c#0 et ord,n(z) > .
Si v =p1/n1 avec pged(pi,ny) =1 et si E est application:
E(z,7) = @™M,7+ cz™)

alors soit § = 0 est l'équation d’une séparatrice de E*w, soit N(E*w) a
un coté principal de pente —1/X\ avec A > p1.

Définition3.6. ([4]) Une I-forme w est dite de type courbe généralisée si
pour toute réduction E de w, E*w ne comporte ni composante dicritique,
ni point de type selle-neeud.
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Une succession d’éclatements ponctuels [12] nous ramene a la situa-
tion suivante: étant donnée w une 1-forme singuliere réduite de type
courbe généralisée, [10] assure Pexistence d’un systéme de coordonnées
(z,y) tel que

w=dx(1+---)dy+py(l+---)dx avec pl#£0etA/pg¢ Q.

Si f est une équation réduite de ses séparatrices, f(z,y) = zyU(z,y),
on a U(0,0) # 0 et pour toute courbe paramétrée par y(t) = (z(t), y(t)),
on vérifie ’égalité

ordyw(z(t), y(t)) = ordedf (z(t),y(t)).
C’est un cas particulier du lemme suivant:

Lemme 3.7. Soient wy et wy deuz 1-formes de type courbe généralisée
a singularité isolée dont les séparatrices sont identiques. Pour toute
courbe vy distincte des séparatrices et toute paramétrisation (z(t),y(t))
de y:

ordywi (x(t), y(t)) = ordwwa(z(t), y(t))
Preuve du lemme. Supposons le cone tangent de «y différent de {z = 0},

posons
wy = Ajdx + Bidy w9 = Asdz + Body
et effectuons 'éclatement de l'origine dans la carte
E:(z,u)— (z,zu)
Si @y et wo désignent les transformées strictes de wy et wo, si my et
me sont leurs multipicités algébriques respectives, il vient
E*wy = (A1(z, zu) + uB1(z, 2u))dz + 2By (z, zu)du = 21 @1,
E*wy = (Ag(z, zu) + uBa(x, zu))dzr + xBa(z, zu)du = ™2ws.
v et sa transformée stricte 4 étant paramétrées par v(t) et 4(¢), posons
pouri=1eti=2:
Vwi = (o) w
= ’A)/*(E*wi) = a:(t)mif“y*@i.
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Ce que 'on traduit en terme de multiplicité par:
ordsr(Y(t)) = ords(2(t)™Gi(3(1)))
= mult(y)ymult(w;) + ord:i;(¥(t))
D’apres [4], pour toute équation réduite f des séparatrices de wy et wa,

m1, mg et mult(df) sont égaux. On conclut par récurrence sur le nombre
d’éclatements nécessaires pour désingulariser wy et wy. O

Proposition 3.8. Si w est une I-forme de type courbe généralisée a sin-
gularité isolée et f = 0 une équation réduite de ses séparatrices, alors w
et df ont le méme polygone de Newton.!

Preuve. N(df) est le bord d’un convexe fermé de Ry x R, on le note K
et on affirme que A(w) C K. Si cette affirmation est fausse, on prend un
point (ag, Bp) du support de w n’appartenant pas & K auquel correspond
le monoéme

ﬁo*lég
dzx

Aofoﬁoacaoyﬁ0 + Baoﬁoxa0+1y

K étant convexe, il passe par (ag, ) deux droites d’appui de K
distinctes, de pentes —1/A_ et —1/A; avec Ay > A_. En résulte que
pour tout élément X\ de ]A_, Ay[, K n’intersecte aucune droite passant
par (ag,Bp) de pente —1/X, et que I'ensemble des points appartenant
a A(w) situés sur de telles droites est fini: il n’y a aucune difficulté a
trouver un nombre rationnel p/q compris entre A_ et Ay avec p et ¢

1JF. Mattei m’a informé que ce résultat était connu de H. Dulac [6].
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premiers entre-eux tel que, si D est la droite de pente —g/p passant par
(00, ), on ait:

DN Aw) = {(, Bo)}
K C{(a,8) | qa+pB >c} olt c=qog+ pPo,
q Ay, + PBagys, # 0-

Si v est la courbe paramétrée par (t9,t7), 'égalité suivante
7*(Aaﬁmayﬁd$ + Baﬁ$a+1yﬁ—1dy) = (qAaﬁ +pBag)tqa+p’B+q_1dt

implique: mult(y*w) < ¢+ g — 1 alors que pour tout élément (o, () de
A(df)
qga+pB+qg—1>c+qg—1

Contrairement au lemme précédant, on aurait:

ord;w(t?, 1) < ordudf (9, 7). O

Lemme 3.9. Soit w une I-forme de type courbe généralisée. Si la droite
d’équation z=0 n’appartient pas au cone tangent de w et st F(Z,y) =
(Z™,y) avec m € N alors F*w est de type courbe généralisée.

Preuve. Le nombre de Milnor p(w) d’une 1-forme w a singularité isolée
en (0,0) est la multiplicité d’intersection Iy(A, B) des germes en (0,0)
de ses coefficients A et B ; soit w une telle 1-forme et f une équation
réduite de ses séparatrices, celles-ci étant supposées en nombre fini, les
nombres de Milnor de df et w sont égaux si et seulement si w est de type
courbe généralisée [4]; vérifions le pour p(F*df) et p(F*w), sachant que
wdf) = pw).

f

ptFdf) = 1o (mam V5L (r @), @)

0
= - 010 (2, 5L (P, 9)) +1o (5L (F@. ), 5 (Plo9)
F étant de degré m,
0 0 0
o (G (F @, Gor @) = mio (L. 50) = muap
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Comme [0 : 1] n’est pas dans le cone tangent de df, ord,0f/0y(0,y) =
mult(df) et

0 0
1o (2, 52 (F@,9) ) = ordy 2L (F(0,9) = ord, 5 0,) = matt(a
Par suite
WU df) = (m — ma(df) = mp(df).

De la méme maniere, on calcule pour w = A(z, y)dz + B(z, y)dy:

u(F w) = I(mz™ Ao F(z,5), B o F(z,7))
= (m —1)Ip(z, Bo F(z,9)) + Io(A o F(z,9), Bo F(Z,7))
= (m — I)mult(w) + mp(w). O

4. Théoréme de Merle sur la détermination du type topologique
d’une séparatrice unique de 1-forme de type courbe généralisée
Dans ce qui suit, nous appliquons le programme annoncé dans le
deuxieéme paragraphe. Soit w = A(z,y)dz + B(z,y)dy une 1-forme ho-
lomorphe, n’ayant qu’une seule séparatrice C. Nous allons montrer que
les ordres de coincidence des branches polaires génériques de w avec C
sont les exposants de Puiseux de C. Nous allons en déduire que les
invariants polaires mg4(w) et e;(w) de w déterminent le type topologique
de C.

On note m la multiplicité de C, elle se décompose en m = ny ---ny
et les exposants caractéristiques de la série de Puiseux de C s’écrivent:
SLI (. avec pged(p;, ;) =1 i=1---¢

m M-y
Proposition 4.1. Il ezxiste un ensemble fini T de CIP(1) tel que pour tout
[(—b:a] € CP(\T la courbe

I‘[—b:a] = {(l‘,y) l aA(z,y) + bB(z,y) = 0}

se décompose en I'_y., = U7_1Ty ot pour tout i toute composante v de
T; satisfait

Q

cCm="
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et m(L;) =ny---n;_1(n; — 1).
Fixons d’abord quelques notations. On suppose que 'unique sépa-~
ratrice C' de w paramétrée par la série de Puiseux:

(e}
+m
=Zm

dont on fixe un exposant caractéristique o;/m. Par définition, o; est
le premier exposant de la série yo(t™) dont le numérateur n’est pas un
multiple du produit nj - - - n;_1. Fixons une détermination de la fonction

multiforme:

yi{x) = Z a;x J‘Jfrn_m
la fonction ;(Z) = y;("*""-1) est définie ainsi que application:

F(Z,7) = @™, 9 + 5i(®).
Nous noterons:
A(z,7) = Ao F(2,7) et B(z,7) = Bo F(z,7).
Les fonctions A et B sont définies par:
@ = F*w = A(z,5)dz + B(z, §)dy.

Nous avons les formules de passages suivantes:

Lemme 4.2. (formules de passage)

Preuve.
Frw= Ao F(z,p)d(@™ " ™i-1) + B o F(z,3)d(y + %:(2))
=ng--ny AT, 5)E M1 dE + B(z, )dy;ix)dac+3(a"c,@)d@
= A(z,7)dz + B(z,5)dy.
Le résultat est immédiat par identification. O
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Nous pouvons commencer la preuve de la proposition. Comme {z =
0} n’est pas dans la cone tangent de w, la 1-forme @ = F*w est de type

courbe généralisée d’apres le lemme 3.9.

Lemme 4.3. Le c6té de plus grande pente du polygone de Newton de w
est de pente —n;/p; et c’est son c6té principal.

Les courbes {x = 0} et {y = 0} ne sont pas des séparatrices de w,
son polygone de Newton possede un cété principal. De plus, d’apres
la proposition 3.8, N(w) est un translaté du polygone de Newton d’une
équation irréductible f de C: N(w) se réduit & un seul coté.

Si iy = inf{i € N | a; # 0}, alors le c6té unique de N(w) est principal
et de pente —m/(i1 +m). Ou bien o;/m = (i1 + m)/m ou bien nous
effectuons la transformation

Ey(z1,y1) = (@7, y1 + a5, 771)

ry i1 +m
= = et pged(ri,q1) = 1.
q m

Premierement, w; = Ejw est une 1-forme de type courbe généralisée,

et si f1 est une équation réduite de ses séparatrices, wy et f; ont le
méme polygone de Newton & une translation prés. Toute composante
de {f1 = 0} est une branche de E} 1(C’) et possede une paramétrisation:

(1) = yo(z1') — ay 27"
et o;/m # (i1 +m)/m entraine y;(z1) #Z 0 pour toute détermination de

yo(x).
Quand la détermination du terme d’ordre (i3 + m)/m de yc(x)
coincide avec le choix de a;,

© i+m
yi(z1) = > aiz;™ b ou g =inf{i €N|i>ip; a; £ 0}

i:ig
sinon ordy, y1(x1) = r1 et en raison du lemme 2.3 le polygone de Newton
de f1 possede deux cotés, I'un de pente

q2 m

——= =—————— avec pgcd(re,q2) =1
T2 q1(ig +m) )

lautre, de pente —1/7r;.
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Deuxiemement, {y; = 0} n’étant pas séparatrice de wy, N(w1) a un
cOté principal de pente strictement supérieure & —1/r1, c’est donc le
c6té de pente —go/ro.

A chaque étape, nous considérons une l-forme w,_ 1 dont le coté
principal du polygone de Newton est aussi le c6té de plus grande pente,
celle-ci étant —gp /1), avec

Tp _lptm
g1 qp - m
ip =inf{i € N|i>1, 1, a; #0}

Ou bien (i, +m)/m = g;/m, ou bien nous définissons
Ep(zp, yp) = (xgp7 Yp + aipxgp)
ip+1 =inf{i € N |ipy1 > iy, a;, #0}
dans ce cas la 1-forme w, = E;w,_1 est de type courbe généralisée.

En premier lieu, son polygone de Newton coincide, a une transla-
tion prés avec le polygone de Newton d'une équation réduite f, de ses
séparatrices. Celles-ci sont les composantes de (£joFEpo0---0 Ep)_l(C)
et sont paramétrées par

— q1°--4p o T1920-9p , Tp—-19p TP
Yp(@p) = yolzp ) — @i, Tp T T Gy, Tp — QipTp

Quand la détermination des termes d’ordre strictement inférieur & (i, +

m)/m de la série yc(z) coincide avec le choix des coefficients a;, - - - , @i,
1 +1+m
Ordzpyp(mp) = p___QI *qp
m
Sinon )
i, + M
O'f'd:cpyp(xp) <2 o q1- g =Tp
Le coté de plus grande pente du polygone de Newton de wy, est de pente

m
a1 Gp(ipt1 + M)
En second lieu, y, = 0 n’est pas I'équation d'une séparatrice de wp,

son polygone de Newton comporte un cté principal de pente stricterment
supérieure & —1/rp, et c’est le coté de plus grande pente.

Enfin ce processus s’arréte forcément car les exposants rp/q1 - - gp
sont ceux de la série yo(z), & ce stade rp/q1 - - - gp = 0/ m. 0
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Les extrémités du coté principal de N(w) appartiennent & N x N,
celui-ci étant de pente —n;/p;, tout point («, 8) & coordonnées entiéres
de ce coOté satisfait soit F = 0 soit § > n,;. Parmi les sommets du coté
principal qui comptent une contribution de E, on note (aj, 1) celui
dont 'ordonnée est minimum ; dans ce cas 81 > n;.

Lemme 4.4. les cétés du polygone de Newton de aA(Z,7) + bB(Z, %)
reliant les sommets d’ordonnées inférieures a 31 — 1 sont de pente non
nulle et strictement supérieure & —n;/p;, pourvu que [a : b] évite un
nombre fint de valeurs.

Preuve. La droite portant le c6té de pente —n;/p; de N(w) est d’équa-
tion:
o+ —piﬂ =c avec c= ordx;l(ic, 0).
L

Comme (a1, 1) est un sommet de N(@) comportant une contribution
de B, (a1 + 1,81 — 1) appartient au support de aA(z,7) + bB(z,7). La
droite passant par (a1 + 1,81 — 1) et de pente —n;/p; est d’équation:
o+ &ﬂ —cr1- 2
TLZ ’nrz
Par convexité du polygone de Newton de aA(Z,§) + bB(Z, %), nous
aurons démontré le lemme si nous prouvons que le support de aA + bB
est dans 'intérieur du demi-plan supérieur H délimité par cette droite.
H={(a, ) | a+— ﬂ>c+1—5Z ; intH = {(a,3) [a+ ﬂ>c+1—&
n;

(] (]
La droite de pente —n;/p; passant par le point (aq, ﬂl) est une droite
d’appui de ’enveloppe convexe de A(@), en conséquence de quoi

o+ &ﬂ >c
n;
pour tout (e, 8) € A(w). Si (e, 8) appartient A(B), (o, 3) appartient &
A(B) et (o« — 1,8+ 1) a A(w), d’apres 'inégalité
@—D+E@rn>ec
L
soit @ > (1 soit 'inégalité est stricte et le point (a, 3) est dans intH ;

or
dyi(%) S
dz

ny---my-1

Bol. Soc. Bras. Mat., Vol. 30, N. 3, 1999



310 PATRICK ROUILLE

en résulte _
B dy;(T)
ny - ..ni_ljnl“'ni—l‘“l dT

A( ) CintH

en raison des formules de passage:

B dyi(z)) U A A
ny--- ni_ljnl"'ni~1_1 di ny--- ni_ljnlmni—l

A(A) C A( —)

et tout point (o, 3) de A(A) appartient & intH, ou &
A
A( _T T, —1)
ny--n;_1Z 1 -1

dans ce cas (¢ +ny---n;_1 — 1, 3) appartient & A(@),
a—l—nl---ni_l—l—i—&ﬂzc
L
et comme p;/n; >ny---n;_1,
a+&ﬂ204n1.--ni_1+1>c—&+1

et (a, 8) appartient a intH. D

Preuve de la proposition 4.1. D’aprés le lemme 4.4, pour tout [a : b]
sauf un nombre fini, le polygone N(aA + bB) comporte une succession
de cotés compris entre (a7 + 1,41 — 1) et un point (d, 0), de pentes non
nulles —1/vy,- -+, —1/v; supérieures & —n;/p; ; il correspond & ces cotés
des composantes 7;; de la courbe d’équation aA(z,y) + bB(Z,7) = 0
ainsi paramétrées:

Y(T) = hjpZ'7 + €53(Z)

avec hjkséo, O’I"d(zEjk(i‘) > Vj j=1---l; k=1-"kj

Nous savons que le c6té de plus grande pente du polygone de Newton
de I’équation réduite des séparatrices de @ est de pente —n;/p;. Toute
séparatrice C de @ est paramétrée par 7z (Z) ou
ords e (@) < gi

(2

il s’ensuit que pour tout j € {1,--- ,I} et tout k € {1,--- ,k;}
~ = Di
e, =2,

(2
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Rappelons que la différence des ordonnées des extrémités d’un coté
du polygone N(aA + bB) fournit la multiplicité de 'union des branches

correspondantes et posons

1Ry
= U U Viks
j=1k=1
alors mult(T';) = #1 — 1. Revenons aux coordonnées (z,y) en posant
Yie = F(k) et Ti=FI);
nous avons montré

Pi o
(]

et mult(I';) =n1---n;_1mult(l;) =n1---n;_1(B1 —1). Vuque f; —1>
n; — 1, mult(l';) > ny--- n;_1(n; — 1).

Ceci est vrai pour tous les exposants caractéristiques ¢;/m. Pourvu
que [a : b] évite un nombre fini de valeurs,

9
mult(aA(z,y) + bB(z, ) Z mult(I

et

g
mult(aA(z,y)+bB(z,y)) =m—1=n1-- -ng—1= Zﬂl coemy_1{n; —1)

entraine pour tout ¢ € {1--- g} P'égalité:
mult(l;) = ny---n;_1(n; — 1). . (]

Ainsi la coincidence avec C' des branches de la décomposition irré-
ductible d’une polaire I'[_y.4) d’une 1-forme w pour une direction [~b : a]
générique est indépendante du choix de w parmi les courbes généralisées
possedant C' pour unique séparatrice, le théoréme en découle:

Preuve du théoréme. Fixons une branche v, d’une polaire It _y.q Pa-
ramétrée, par (z4(t), yq(?)). Par définition:

aA(xq(t)ayq(t)) + bB(:Cq(t), yq(t)) =0
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et pour tout élément [a’ : b'] de CP(1) sauf un nombre fini

ords(a’A(zq(t), Yg(1)) + b B(zq(t), y(t))) = €q(w)
quitte & supposer ab # 0,

ordi A(zq(t), Yq(t)) = ords B(x4(t), yq(t)) = eq(w).

La proposition 3.1 nous autorise & poser ord;z4(t) = my(w), et le lemme
2.7 a poser

ordiw(zq(t), Yq(t)) = ordidf (x4(t), y¢(t))
= ordy f(x4(t), Yq(t)) — 1.
En résulte
eq(w) + mg(w) = (C,7g)o-
Les quotients polaires associés & w sont égaux aux quotients

(C,7g)o — mult(yg)
mult(yg)

et ceux-ci ne dépendent que de la coincidence de v, avec C. O

Nous avons montré que la donnée des quotients polaires d’'une 1-
forme de type courbe généralisée w n’ayant qu’une seule séparatrice C
équivaut & la donnée des ordres de coincidence de C' avec une polaire
générique. Ces ordres de coincidence sont les exposants de Puiseux de
C, ainsi:

Corollaire 4.5. Les quotients polaires d’une 1-forme w de type courbe
généralisée n'ayant qu’une seule séparatrice sont des invariants topolo-
giques de w.

Les invariants polaires de w permettent de retrouver le type topolo-
gique de sa séparatrice. Qu’en est-il de la réciproque ?

D’aprés [4], si f(z,y) = 0 est une équation réduite de la séparatrice
unique C de w = Adzr + Bdy alors df et w ont méme multiplicité
algébrique:

!
m = z mg(w).

q=1
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Le nombre m n’est autre que mult(C) — 1. Enfin, il est montré dans [4]
que w et df ont le méme nombre de Milnor:

!
0= }: eq(w).
g=1

Ce nombre est aussi le nombre de Milnor de f, calculable & partir des
nombres ; et n; associés & C [14]:
g
H+m-—1 :z(ni— 1)a;.
=1
Ainsi les sommes d’invariants polaires:
l !

z mg{w) et }: eq(w)

g=1 =1
sont des invariants topologiques de w. Cependant, il est connu que les
invariants polaires ne sont pas des invariants topologiques méme pour
les fonctions. On considére pour cela le contre-exemple di 3 B.Segre:

fx,y) =9 + 252

Nous renvoyons a [3] et [8] pour plus de détails.
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